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Kas ir SPDAL?

SPDAL jeb Statistisko petijumu un datu analizes laboratorija

o dibinata 2017. gada ar meérki apvienot
varbutibu teorijas, matematiskas
statistikas un datu zinatnes pé&tniekus

@ vaditajs — vadosais pétnieks, profesors
Janis Valeinis
@ veic akadémisko darbibu (lekciju kursi)

@ Tsteno petniecibu un sadarbibu projektos
(publikacijas, magistra un doktora darbi)

@ piedava konsultacijas statistika

@ piedalas zinatnes popularizésana

Apciemo musu majaslapu: www.spdal.lu.lv !
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www.spdal.lu.lv

Ko $odien méginasim iemacities?

Kada ir varbiitibu teorijas saistiba ar azartspglem?

Kas ir gadijuma klejosana?

Kapec veiksme ilgtermina bieZi nav speletaja puse?
Kapeéc dazadas azartspelu stratégijas parasti nedarbojas?

Kapec loterijas no matematiska viedok|a parasti nav izdevigas?
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Ko $odien méginasim iemacities?

Kada ir varbiitibu teorijas saistiba ar azartspglem?
Kas ir gadijuma klejosana?
Kapec veiksme ilgtermina bieZi nav speletaja puse?

Kapeéc dazadas azartspelu stratégijas parasti nedarbojas?

Kapec loterijas no matematiska viedok|a parasti nav izdevigas?

Galvena doma %odien:

Nejausiba var skist haotiska, bet tas ilgtermina uzvedibai bieZi ir skaidra
matematiska struktira.
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Varbutibu teorija: no azartspelem lidz
zinatnei
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Varbutibu teorija ka zinatnes nozare

Kur radas varbitibu teorija?

Varbutibu teorija neveidojas tikai ka abstrakta matematika. Tas
pirmsakumi ir ciesi saistiti ar azartspelem, godigu likmju noteikSanu un
meginajumiem saprast, ka darbojas nejausiba.

o Jau 16.-17. gadsimta cilveki interesgjas par kaulinu spelém, karsu
spelem un likmém.

o Radas jautajumi: kas ir godiga spele, ka sadalit laimestu, un vai
iespejams izveidot uzvaroSu stratégiju?

o Sie jautajumi kluva par pamatu jaunai matematikas nozarei —
varbutibu teorijai.
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Sevalje de Meré problema

17. gadsimta fran&u aristokrats un azartsp&lu cienitajs Sevaljé de Mere
pamanija, ka daZas likmes, kas intuitivi Skita izdevigas, praksé nestradaja
ta, ka vins gaidija.

Vinu Tpasi interes€ja divi speles varianti, kas likas ekvivalenti:
@ mest vienu kaulinu 4 reizes un iegut vismaz vienu seSinieku;

@ mest divus kaulinus 4 - 6 = 24 reizes un iegtt vismaz vienu dubulto
sesinieku.

Sevalje de Meré jautajumi noveda pie sarakstes starp Blezu Paskalu un
Pjeru Ferma, kas tiek uzskatita par vienu no varbutibu teorijas ka
zinatnes attistibas aizsakumiem.
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De Mere paradokss: intuicija pret matematiku

° IntuitTvi var Skist, ka abas spéles ir lidzigas, jo varbEtha uzmest “6" ir

6, varbutiba uzmest “6" uz diviem kauliniem ir 36, tad
1 1
36 6
o Tomer otraja speles varianta spelmanis aizvien biezak saka zaudét
naudu.
o K3apec?
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1 1
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@ Tomeér otraja speles varianta spelmanis aizvien biezak saka zaudéet
naudu.
o K3apec?
4
. . 5
P(vismaz viens 6) = 1 — (6) ~ 0.52
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De Mere paradokss: intuicija pret matematiku

° IntuitTvi var Skist, ka abas spéles ir lidzigas, jo varbEtha uzmest “6" ir

6, varbutiba uzmest “6" uz diviem kauliniem ir 36, tad
1 1
36 6
@ Tomeér otraja speles varianta spelmanis aizvien biezak saka zaudéet
naudu.
o K3apec?

4
P(vismaz viens 6) = 1 — (g) ~ 0.52

35 24
P(vismaz viens (6,6)) =1 — (%) ~ 0.49

Ta no jautajumiem par azartspelém attistijas zinatnes nozare - varbiitibu J
teorija.

™ = =
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levads gadijumu procesu teorija
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Kas ir gadijuma jeb stohastisks process?

Vards “stohastisks” celies no grieku varda stokhastikos, kas nozZime
“sp&jigs mingt” vai ‘“vérsts uz merki".

Definicija

Par stohastisku jeb gadijuma procesu sauc gadijuma lielumu saimi, kas
apraksta kadu laika mainigu sistemu.

L. Pahirko (LU SPDAL) Gadijuma klejosana 21. marts, 2026 10/ 44



Kas ir gadijuma jeb stohastisks process?

Vards “stohastisks” celies no grieku varda stokhastikos, kas nozZime
“sp&jigs mingt” vai ‘“vérsts uz merki".

Definicija
Par stohastisku jeb gadijuma procesu sauc gadijuma lielumu saimi, kas
apraksta kadu laika mainigu sistemu.

Tatad, T Ay

o tiek noverota kada sistema laika gait3;

o katra bridi tas vertiba ir nejausa;

@ bet visam procesam ir noteikta 1™
(paredzama) struktira. L — - -

Atseviskas gadijuma procesa trajektorijas
sauc par realizacijam. |
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Gadijuma procesa piemérs |

Kriptovalutu cenas, akciju tirgus indeksi, procentu likmju izmainas, u.c.

Tirgus kopsavilkums > Bitcoin
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-37 896,79 (38,53%)+ pédéjos ses50os ménesos
20. marts 19:30 UTC - Atruna
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1 BTC ~ 60461,93 EUR -
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Gadijuma procesa piemers |l

Globalas temperatiiras svarstibas, saules aktivitate, citi laikapstak|u
noverojumi, u.c.

Global Mean Temperature & Solar Activity
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Gadijuma procesa piemérs Il

Dalinas kustiba 8kidruma (Brauna kustiba), dzivnieka parvietosanas daba
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Gadijuma procesi ar diskrétu laiku un stavokliem

o Laiku biezi apskata diskrétas laika vienibas - pa soliem:

n=0,1,2,3,...
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Gadijuma procesi ar diskrétu laiku un stavokliem

o Laiku biezi apskata diskrétas laika vienibas - pa soliem:

n=0,1,2,3,...

o Katra soll procesu apraksta ar gadijuma lielumu:

Xo, X1, X2, X3. ..
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Gadijuma procesi ar diskrétu laiku un stavokliem

o Laiku biezi apskata diskrétas laika vienibas - pa soliem:

n=0,1,2,3,...

o Katra soll procesu apraksta ar gadijuma lielumu:

X07X15X27X3 cee

o Vertibas, kuras var pienemt gadijuma lielums, sauc par stavokliem

L. Pahirko (LU SPDAL) Gadijuma klejosana 21. marts, 2026 14 /44



Gadijuma procesi ar diskrétu laiku un stavokliem

o Laiku biezi apskata diskrétas laika vienibas - pa soliem:

n=0,1,2,3,...

o Katra soll procesu apraksta ar gadijuma lielumu:

X07X15X27X3 cee

o Vertibas, kuras var pienemt gadijuma lielums, sauc par stavokliem
@ Process n solos katra stavoklIt k var nonakt ar noteiktu varbutibu:

P(Xn = k)
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Gadijuma procesi ar diskrétu laiku un stavokliem

o Laiku biezi apskata diskrétas laika vienibas - pa soliem:

n=0,1,2,3,...

o Katra soll procesu apraksta ar gadijuma lielumu:

X07X15X27X3 cee

o Vertibas, kuras var pienemt gadijuma lielums, sauc par stavokliem
@ Process n solos katra stavoklIt k var nonakt ar noteiktu varbutibu:

P(Xn = k)

Matematiski par stohastisku jeb gadijuma procesu sauksim aprakstito
gadijuma lielumu virkni. J

= = = = T
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Gadijuma klejoSana pa veselajiem skaitliem
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Gadijuma klejosana pa veselajiem skaitliem

Definicija

Gadijuma klejosana ir process, kura stavokli ir veselie skaitli Z un
parvietosanas notiek pec sekojosas sistemas:

@ process vienmeér sakas punkta “0",

@ process parvietojas pa labi (+1) ar varbatibu p,

@ process parvietojas pa kreisi (-1) ar varbitibu g =1 — p.
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Definicija

Gadijuma klejosana ir process, kura stavokli ir veselie skaitli Z un
parvietosanas notiek pec sekojosas sistemas:

@ process vienmer sakas punkta “0",
@ process parvietojas pa labi (+1) ar varbatibu p,

@ process parvietojas pa kreisi (-1) ar varbitibu g =1 — p.

Procesu var ilustret ar sekojosu diagrammu:
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Gadijuma klejosana pa veselajiem skaitliem

Definicija

Gadijuma klejosana ir process, kura stavokli ir veselie skaitli Z un
parvietosanas notiek pec sekojosas sistemas:

@ process vienmer sakas punkta “0",
@ process parvietojas pa labi (+1) ar varbatibu p,

@ process parvietojas pa kreisi (-1) ar varbitibu g =1 — p.

Procesu var ilustret ar sekojosu diagrammu:
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
;p Ip Ip IP Ip Ip IP ;p
Piezime: Ja p = g = 0.5, tad procesu sauc par vienkarsu simetrisku

gadijuma klejosanu.
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Simetriskas gadijuma klejoSanas piemérs

o Katrs iespgjamais klejo3anas rezultats ir realizacija (trajektorija).
o Piemérs:

0-1-0—-1—-2—-1-0—-1—-2—=-3—-2—=1—...
Var izrekinat, ka pieaugumi katra soli bija

+1, =1, +1, +1, =1, =1, +1, +1, +1, -1, -1, ...
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Simetriskas gadijuma klejoSanas piemérs

o Katrs iespgjamais klejo3anas rezultats ir realizacija (trajektorija).
o Piemérs:
0-1-0—-1—-2—-1-0—-1—-2—=-3—-2—=1—...
Var izrekinat, ka pieaugumi katra soli bija
+1, -1, +1, +1, -1, -1, +1, +1, +1, -1, -1, ...

o Simetriskas gadijuma klejoSanas trajektorija attélota grafiski
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2 o [ L Y
°
=
[<]
>
I
»
1 [ 3 [ 4 L 3 [ 4 o
0--@ === B R R e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
Laiks (soli)
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Simetriskas gadijuma klejosanas simulacijas

o Katra atseviska trajektorija ir nejausa;
o Bet — daudzas trajektorijas kopa atklaj strukturetas likumsakaribas.

Viena trajektorija

40

Stavoklis

-20

40

0 50 100 150 200

Laiks (soli)
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Simetriskas gadijuma klejosanas simulacijas

o Katra atseviska trajektorija ir nejausa;

o Bet — daudzas trajektorijas kopa atklaj strukturetas likumsakaribas.

L. Pahirko (LU SPDAL)
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Vienkarsas gadijuma klejosanas varbutibas
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
;p Ip Ip IP |P |p |P ;p

Noteikt kados stavoklos un ar kadam varbitibam process var nonakt n
solos!
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Vienkarsas gadijuma klejosanas varbutibas
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
;p |p Ip IP |P |p |P ;p

Noteikt kados stavoklos un ar kadam varbitibam process var nonakt n
solos!

leverosim, ka

@ n solos nevar nonakt kada no stavokliem, kas ir lielaki par solu skaitu.
Tatad, ja k < —nvai k > n, tad P(X, = k) =0;
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Vienkarsas gadijuma klejosanas varbutibas
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
;p |p Ip IP |P |p |P ;p

Noteikt kados stavoklos un ar kadam varbitibam process var nonakt n
solos!

leverosim, ka
@ n solos nevar nonakt kada no stavokliem, kas ir lielaki par solu skaitu.
Tatad, ja k < —nvai k > n, tad P(X, = k) =0;
@ process ir periodisks, tapéc nepara solos nevar apmeklet para
stavok|us un otradi. Tatad, ja n -+ k ir nepara, tad P(X, = k) = 0;
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Vienkarsas gadijuma klejosanas varbutibas
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
;p |p Ip Ip |P |p |p ;p

Noteikt kados stavoklos un ar kadam varbitibam process var nonakt n
solos!

leverosim, ka
@ n solos nevar nonakt kada no stavokliem, kas ir lielaki par solu skaitu.
Tatad, ja k < —nvai k > n, tad P(X, = k) =0;
@ process ir periodisks, tapéc nepara solos nevar apmeklet para
stavok|us un otradi. Tatad, ja n -+ k ir nepara, tad P(X, = k) = 0;
Q tikai tad, ja n+ k ir para, tad
n+k

0k ik e ik
P(X, = k)= C,? p%quk:Liap:q:0.5]:C,,2 -(0.5)"
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Nedaudz sareZgitaki varbutibu aprekini gadijuma klejosanai

Aprekinat varbutibu, ka simetrisks gadijuma klejoSanas process 6. soli
atradisies stavokli “2”, 10. solr atradisies stavokli “4” un 14. sol
atradisies stavoklt “2” jeb P(Xg = 2, X190 = 4, X14 = 2)!
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Nedaudz sareZgitaki varbutibu aprekini gadijuma klejosanai

Aprekinat varbutibu, ka simetrisks gadijuma klejoSanas process 6. soli
atradisies stavokli “2”, 10. solr atradisies stavokli “4” un 14. sol
atradisies stavoklt “2” jeb P(Xg = 2, X190 = 4, X14 = 2)!

Atrisinajums:

)i

Xo = 2, X10 = 4, X1 = 2) =

P(Xe— Xo=2—0, Xio— Xe =4 —2, X14 — Xgo =2 — 4) =
P(Xe— Xo =2 —0) P( X1 — Xo = 4 —2) - P(Xpa — Xg0 = 2 — 4) =
P(Xs—0 = 2) - P(X10-6 = 2) - P(X14—10 = —=2) =

P(Xs = 2)- P(Xa = 2) - P(Xs = —2) =

= G5(0.5)°- C2(0.5)* - C3(0.5)* =

15 4 4 15

=61 16 16 — 1024 ~ 0.01465
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Spelmana bankrota problema

L. Pahirko (LU SPDAL) Gadijuma klejosana 21. marts, 2026 21 /44



Spelmana bankrota problema (Gambler’s ruin)

Problemas formulejums:

Azartspelu sp€lmanis dodas uz kazino ar naudas summu / EUR un izdara

likmes péc sekojoSas shemas — katra reizé der uz 1 EUR, ar varbutibu p to
dubultojot, savukart ar varbiittbu 1 — p = g to zaudgjot. Kada varbitiba,
ka spélmanis vinnés naudas summu N pirms bus bankrotgjis?
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Spelmana bankrota problema (Gambler’s ruin)

Problemas formulejums:

Azartspelu sp€lmanis dodas uz kazino ar naudas summu / EUR un izdara
likmes péc sekojoSas shemas — katra reizé der uz 1 EUR, ar varbutibu p to
dubultojot, savukart ar varbiittbu 1 — p = g to zaudgjot. Kada varbitiba,

ka spélmanis vinnés naudas summu N pirms bus bankrotgjis?

Starting stake

Lose!
(You've gone bust.
must leave game)

Win!
p=prabability of winning turn

q=probability of losing turn= 1-p (Final stake: leave game)

Ar X, apzimé spelmana naudas daudzumu n-taja solr.
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Spelmana bankrota problema (Gambler’s ruin)

Problemas formulejums:

Azartspelu sp€lmanis dodas uz kazino ar naudas summu / EUR un izdara
likmes péc sekojoSas shemas — katra reizé der uz 1 EUR, ar varbutibu p to
dubultojot, savukart ar varbiittbu 1 — p = g to zaudgjot. Kada varbitiba,

ka spélmanis vinnés naudas summu N pirms bus bankrotgjis?

Starting stake
Lose!

(You've gone bust.
must leave game)

Win!
p=prabability of winning turn

q=probability of losing turn= 1-p (Final stake: leave game)

Ar X, apzimé spelmana naudas daudzumu n-taja solr.
Piemeram, ja i = 5, tad viena realizacija varetu but:

5—+6—+5—+4—+5—+4—-+53—-52—->53->52->51—0.
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Spelmana bankrota probléma

Piezime: Matematiski Spelmana bankrota probléemu define ar gadijuma
klejosanas procesu, kur stavok|i “0" (bankrots) un “N" (vinnests) ir
absorbgjosas barjeras.
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Piezime: Matematiski Spelmana bankrota probléemu define ar gadijuma
klejosanas procesu, kur stavok|i “0" (bankrots) un “N" (vinnests) ir
absorbgjosas barjeras.

Apzimesim:
@ pj; - varbutiba pariet no stavok|a / uz j;
@ p; - varbutiba jebkad nonakt stavokil N, sakot no stavokla i
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Spelmana bankrota probléma

Piezime: Matematiski Spelmana bankrota probléemu define ar gadijuma
klejosanas procesu, kur stavok|i “0" (bankrots) un “N" (vinnests) ir
absorbgjosas barjeras.

Apzimesim:
@ pj; - varbutiba pariet no stavok|a / uz j;
@ p; - varbutiba jebkad nonakt stavokil N, sakot no stavokla i

Spélmana bankrota gadijuma:
@ poo =1 un pyy =1, jo tie ir absorbgjosi stavokli;

® pii—1=qun pjjiy1=p, kadi=1,2,... N—-1,
o Lai atrastu varbiitibu vinnet pirms bankrotét, jaizsaka p; katram
stavoklim / atkariba no p, g un N.
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7?
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0
@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “N" 7
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0
@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0
@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1
e Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no “1"7?
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un

p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0
@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1
@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no “1"? p; = 0.5 - pg + 0.5 p»
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un
p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1

o Varbutiba nonakt stavokli N, sakot no “1"? p; = 0.5 - pg + 0.5 p»
e Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no “2"7
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un
p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1

o Varbutiba nonakt stavokli N, sakot no “1"? p; = 0.5 - pg + 0.5 p»
o Varbiitiba nonakt stavokli N, sakot no “2"7 p» = 0.5 p; + 0.5 py
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Apskatisim piemeru Spelmana bankrota problémai, kur N = 3 un
p = q = 0.5. Aprekinasim, kada varbutiba vinneét N EUR, sakot no
jebkura stavokl|a i, ko apzimg&jam ar p;

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a “0"7 py = 0

@ Varbitiba nonakt stavoklt N, sakot no stavokla “N" 7 py = 1

o Varbutiba nonakt stavokli N, sakot no “1"? p; = 0.5 - pg + 0.5 p»
o Varbiitiba nonakt stavokli N, sakot no “2"7 p» = 0.5 p; + 0.5 py
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu
varbiitibas vinngét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotgt:

po =0
p1=0.5pg + 0.5 p>
p2 =0.5p; +0.5pp
pny =1
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu
varbiitibas vinngét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotgt:

po=0 po =0
p1=0.5pg + 0.5 p> p1 = 0.5p>

p2 =05p; +0.5py p2=05p; +0.5
pn =1 pn =1
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu
varbiitibas vinngét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotgt:

po =0 po =0 po =0
p1=0.5p0 +0.5p> p1=0.5p pL=3
p2 = 0.5p; + 0.5 py p2=05p; +0.5 P2 :%
pn =1 pn =1 py =1
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu

varbutibas vinnét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotét:

po=0 po =0 po =0
pr=0.5po +0.5p pr=0.5p> pL=3
p2 = 0.5p; + 0.5 py p2=05p; +0.5 P2 :%
pn =1 pn =1 py =1

Atbilde:

Varbiitiba, ka sp€lmanis vinngs 3 EUR pirms bis bankrotgjis ir
e 1/3, ja vinam sakotngji bija 1 EUR;
@ 2/3, ja vinam sakotnégji bija 2 EUR.
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu

varbutibas vinnét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotét:

po=0 po =0 po =0
pr=0.5po +0.5p pr=0.5p> pL=3
p2 = 0.5p; + 0.5 py p2=05p; +0.5 P2 :%
pn =1 pn =1 py =1

Atbilde:

Varbiitiba, ka sp€lmanis vinngs 3 EUR pirms bis bankrotgjis ir
e 1/3, ja vinam sakotngji bija 1 EUR;
@ 2/3, ja vinam sakotnégji bija 2 EUR.

Hei, Sis bija tiiiik viegli!
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Spelmana varbiitiba vinnet (vienkarss pieméers)

Esam ieguvusi linearu vienadojumu sistému, kas ir jaatrisina, lai iegttu

varbutibas vinnét naudas daudzumu N EUR pirms bankrotét:

po=0 po =0 po =0
pr=0.5po +0.5p pr=0.5p> pL=3
p2 = 0.5p; + 0.5 py p2=05p; +0.5 P2 :%
pn =1 pn =1 py =1

Atbilde:

Varbiitiba, ka sp€lmanis vinngs 3 EUR pirms bis bankrotgjis ir
e 1/3, ja vinam sakotngji bija 1 EUR;
@ 2/3, ja vinam sakotnégji bija 2 EUR.

Hei, Sis bija tiiiik viegli! Labi, tad apskatisim varbutibas vispariga

gadijuma ...
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

Sastadam vienadojumu sistemu, kuras atrisinajums dos varbiitibas p; -
nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a /.

po=0, py=1;
pi = ppi+1 t+qpi-1, =1,2,...,N—1.
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

Sastadam vienadojumu sistemu, kuras atrisinajums dos varbiitibas p; -
nonakt stavoklt N, sakot no stavok|a /.

po=0, py=1;
pi = ppi+1 t+qpi-1, =1,2,...,N—1.

Lai to atrisinatu veiksim sekojosas darbibas un parveidojumus:
e Takap+g=1, tad

pi = ppi+1 + gpi—1
(p+ q)pi = ppis1 + api-1
ppi + qp; = ppi+1 + gpi—1
PPi+1 — PPi = qpi—1 — qp;
p(pi+1 — pi) = q(pi-1 — pi)
pi+1 — pPi = %(Pi —pi-1), i=12,...,N—-1

L. Pahirko (LU SPDAL) Gadijuma klejosana 21. marts, 2026

26 /44



Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

@ Izmantojam py = 0, tad

. q
P2 —pP1= —p1
p
2
_(q
p3—p2=1|—-| P1
P
i—1
(49
pi — Pi-1 =\ — P1
P
N—1
_(q
PN — PN-1= | — P1
P
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

@ Saskaitot pirmos i — 1 vienadojumus iegtistam

2 i—1
pi — p1 = p1 ﬂ+(ﬂ) + --+(ﬂ>
p\p P

vai
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

@ Saskaitot pirmos i — 1 vienadojumus iegtistam

2 i—1
pi — p1 = p1 ﬂ+(ﬂ) + --+<g>
p\p P

vai

p1, ja 7&1
Pi=q1-(9)
ipr, ja —=1
@ lzmantojam py = 1, tapéc
- (3)"
~\p
P, ja 141
1=py= 1_(2) p
P
Npla .ja —-=1
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

o legiistam, ka

( q
-(3)
qN’ Ja
P1 = 1—(;)(’
1 .
~, ja —=1
(N . P
o Tapec
r i
1-(3)
P s
N7
pi = _(a
=10
(4 Ja P=3

@ Kas notiek, kad N — oco?
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

o legiistam, ka

( q
-(3)
qN’ Ja
P1 = 1—(;)(’
1 .
~, ja —=1
(N . P
o Tapec
r i
1-(3)
p e
N7
pi = _(a
=10
\ﬁ7 ja p_%

o Kas notiek, kad N — o0o?
i
I i
pi — L (p) 1A
0, ja p<3
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Spelmana varbiitiba vinnet (vispariga gadijuma)

e Varbitiba spélmanim k|ut “bezgaligi bagatam” (N — o0) ir 0, kad
p< %
o Varbutiba speélmanim bankrotét vienmér ir 100 %, ja spéle ir godiga
(p=q = %) vai kazino laba (p < 3), jo
P(bankrots) = 1 — P(bezgaligi bagats) =1 — 0 =1 jeb 100 %.

@ Ja spéle ir par labu spélmanim, t.i., p > % tad varbiitiba bankrotét

-1 [ (3] ¢
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Spelmana varbitiba vinnet (vispariga gadijuma)

e Varbitiba spélmanim k|ut “bezgaligi bagatam” (N — o0) ir 0, kad
p< %
o Varbutiba speélmanim bankrotét vienmér ir 100 %, ja spéle ir godiga
(p=q = %) vai kazino laba (p < 3), jo
P(bankrots) = 1 — P(bezgaligi bagats) =1 — 0 =1 jeb 100 %.

@ Ja spéle ir par labu spélmanim, t.i., p > % tad varbiitiba bankrotét

-1 [ (3] ¢

@ Neviena kazino nebus situacija, ka p > g !!!
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Spelmanis dodas uz kazino ar sakuma kapitalu 100 EUR un spéle ruleti. I

@ Spelmanis liek uz krasu: sarkans vai
melns;

@ Vienas likmes lielums ir 1 EUR;

o Ja krasa tiek atmingéta, laimests ir 1
EUR;

@ Ja krasa netiek atmineta, 1 EUR tiek
zaudeéts.

Kada ir varbutiba, ka spelmanis dubultos savu sakuma kapitalu un
sasniegs 200 EUR pirms bankrotgs? J

= = = — Sane;
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Dots: / = 100 EUR, N =200 EUR )

Kopa 37 skaitli ("0” + 36), 18 sarkani

18
=0.486
P=37
g 0.514
1 - =1
° ) 0.486 058

1—1.058'%°
@ pP1o0 = w ~ 0.00355
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Dots: / = 100 EUR, N =200 EUR )

Kopa 37 skaitli ("0” + 36), 18 sarkani

18
=0.486
P=37
g 0.514
- = = 1.
° ) 0.486 058

1 — 1.058100
@ p1o0 = 1~ 1.058200 =~ 0.00355

Atbilde: Varbitiba, ka spelmanis vinnes 200 EUR, ja vipam ir 100 EUR
un vin3g spéle ruleti, izdarot 1 EUR likmes par krasu, ir 0,355 %. J
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Ruletes spéles pamata ir nesimetriska gadijuma klejosana, kad
p = 0.436 !

Gadijuma klejosanas simulacijas ar $adu varbutibu ir attélotas ar sekojosam

trajektorijam:
Viena trajektorija
p=18/37, q=19/37

50

25

Stavoklis

-25

-50

150 200

100
Laiks (soli)
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Ruletes spéles pamata ir nesimetriska gadijuma klejosana, kad
p = 0.436 !

Gadijuma klejosanas simulacijas ar $adu varbutibu ir attélotas ar sekojosam
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Ruletes spéles pamata ir nesimetriska gadijuma klejosana, kad
p = 0.436 !

Gadijuma klejosanas simulacijas ar $adu varbutibu ir attélotas ar sekojosam

trajektorijam: , i
Viena trajektorija
p=18/37, q=19/37

50

25

Stavoklis
o

-25

-50

0 50 100 150 200
Laiks (soli)
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Ruletes spéles pamata ir nesimetriska gadijuma klejosana, kad
p = 0.436 !

Gadijuma klejosanas simulacijas ar $adu varbutibu ir attélotas ar sekojosam

trajektorijam: A
Viena trajektorija

p=18/37, q=19/37

Stavoklis

150 200

100
Laiks (soli)
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Spelmana bankrota piemérs (kazino spele “Rulete”)

Jautajumi pardomam:

o Attela redzama amerikanu rulete. K3 ta atskiras no iepriek$ apskatitas
Eiropas ruletes? Ka tiek ietekm&tas varbutibas vinngt/bankrotét?

@ Vai un k3 mainitos varbitibas vinnét/bankrotét, ja spelmanis izdaritu
likmes nevis uz 1 EUR, bet, pieméram, uz 10 EUR viena gajiena?
Pardomat, ka izmantot ieprieks izvesto formulu varbutibu
aprekinasanai Saja gadijuma.
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Sagaidamais loterijas ieguvums
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Kas ir sagaidamais ieguvums?

Sagaidamais vienas biletes ieguvums:

Sagaidama vértiba parada, cik daudz vidgji tiek iegtts vai zaudets
ilgtermina no katras loterijas biletes.

E(X) = Vidgjais vienas biletes laimests — Vienas biletes izmaksas

e Ja E(X) > 0 — spele ir izdeviga;
e Ja E(X) < 0 — spéle ir neizdeviga;
e Ja E(X) =0 — godiga spele.
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Loterijas piemérs

Pienemsim:
o Biletes cena: 2 EUR;
o Laimests: 1000 EUR;
o Varbutiba laimét: 1 no 1000.

Sagaidamais vienas biletes ieguvums:

1
E(X)=1000. oo —2=1-2=-1

Vidgji speletajs zaude 1 EUR no katras biletes.
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Ka intuitivi labak saprast sagaidamo vertibu?

Pienemsim, ka 1000 cilveki noperk loterijas bileti par 2 EUR.
o Kopa samaksa: 2000 EUR;
e Laime: 1000 EUR;
o Kopgjais zaudgjums: 1000 EUR;
o Vidgjais zaudgjums vienam cilvekam: 1 EUR.

Tatad,
E(X)=-1EUR

Ja n dienas pec kartas katru dienu pirksi pa vienai loterijas biletei par 2
EUR, tad ilgtermina vidgji biisi zaudgjis n EUR.
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Eurojackpot — vai ta ir izdeviga spele?

Eurojackpot noteikumi (aptuveni):
o Biletes cena: 2 EUR,;
o Varbitiba vinnét galveno laimestu:

1
139838160

@ Pienemsim, ka galvenais laimests ir 10 000 000 EUR.

Sagaidama vertiba (tikai galvenajam laimestam):

1
E(X)=1 0-———— —2~0072—-2=-1.92
(X) 000000 139833160 0.0 928

Videji speletajs zaude apmeram 1.93 EUR no katras biletes.

= = — oyt
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Martingala strategija

Martingala stratégijas ideja ir:
@ Ja zaude — spelmanis dubulto savu likmi;
@ Ja uzvar — atgist visus zaudejumus + 1 EUR.

Piemers:
1, 2, 4,8, 16, 32,...
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Martingala strategija

Martingala stratégijas ideja ir:
@ Ja zaude — spelmanis dubulto savu likmi;
@ Ja uzvar — atgist visus zaudejumus + 1 EUR.

Piemers:
1, 2, 4,8, 16, 32,...

Skiet laba ideja... Bet vai ta tiesam strada?

Problemas ar martingala stratégiju:
o NepiecieSams |oti liels sakuma kapitals, pieméram, likme pec 10
zaudgjumu sérijas ir jau 1023 EUR;
@ Kazino ir likmju limiti un nav atlauts bezgaligi dubultot savas likmes;

o llga zaudgjumu serija agrak vai vélak notiks, piemé&ram,

P(10 zaudgjumu serija) = (5) ~ 0.0013

@ Svarigi: neviena stratégija nevar padarit neizdevigu spéli izdevigu!
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Noslegums un jautajumi pardomam
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Ko més Sodien iemacijamies?

@ Devingt vienkar$u simetrisku un nesimetrisku gadijuma klejosanas

procesu;

@ Pat ja individualas realizacijas Skiet haotiskas un nejausas, ilgtermina
paradas daZadas likumsakaribas;

o Ar gadijuma klejoSanas palidzibu var modelet Spelmana bankrota
problemu;

o Realitate - ilgtermina spelmanis vienmér zaudg, kazino - uzvar;

@ Ja speles sagaidama vertiba ir negativa, tad kapitals vidgji samazinas;

o Jo ilgak spéle, jo lielaki zaudgjumi.

Jautajums nav, vai spelmanis zaudgs, bet kad spelmanis bis zaudgjis visu
naudu. )
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Kapéc cilveki tomér spele loteriju?

@ Pastav |oti maza varbutiba vinnet |oti lielu summu, bet cilveki medz
parvertet mazas varbitibas;

o Cilvekiem patik risks un azarts;

o Cilveki biezi doma, ka tie$i viniem “paveiksies’. Kadam ar1 paveicas,
bet kas notiek ar pargjiem?
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Kapéc cilveki tomér spele loteriju?

@ Pastav |oti maza varbutiba vinnet |oti lielu summu, bet cilveki medz
parvertet mazas varbitibas;

o Cilvekiem patik risks un azarts;
o Cilveki biezi doma, ka tie$i viniem “paveiksies’. Kadam ar1 paveicas,
bet kas notiek ar pargjiem?

Jautajumi pardomam:

@ Vai tu speletu speli, kur sagaidamais ieguvums ir negativs?
Cik daudz cilvekiem vajadzetu speléet, lai kazino pelnttu?
Vai pastav strategija, kas var uzvarét kazino?

o
o
o Kapeéc cilveki turpina spelet, pat zinot matematiku?
o

Vai loterija ir izklaide vai finansu lEmums?
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Kapéc cilveki tomér spele loteriju?

@ Pastav |oti maza varbutiba vinnet |oti lielu summu, bet cilveki medz
parvertet mazas varbitibas;

o Cilvekiem patik risks un azarts;
o Cilveki biezi doma, ka tie$i viniem “paveiksies’. Kadam ar1 paveicas,
bet kas notiek ar pargjiem?

Jautajumi pardomam:

@ Vai tu speletu speli, kur sagaidamais ieguvums ir negativs?
Cik daudz cilvekiem vajadzetu speléet, lai kazino pelnttu?
Vai pastav strategija, kas var uzvarét kazino?

o
o
o Kapeéc cilveki turpina spelet, pat zinot matematiku?
o

Vai loterija ir izklaide vai finansu lEmums?

Vai tu vel pirksi loterijas bileti?
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MMU 5. nodarbiba

Paldies par uzmanibu! J

Kontakti: leonora.pahirko@lu.lv, LU, Zinatnu maja 723.kab.
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