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Kapec sversanas uzdevumi?

Latvijas 52. atklatds matematikas olimpiadé katrai klasu grupai bUs viens uzdevums par tému

@véréanas uzdevumD




Sviras svari




Sviras svari




Atsvari




So uzdevumu atrisinajumi lielakoties balstas uz logisku
spriedumu cela izveidotam objektu grupésanas metodem.



Iegaume

Ja uzdevuma ir jautajums “Ka...?”", tad
atrisinajuma ir jaapskata, ka rikoties pilnigi visas
lespejamas situacijas, lai panaktu prasito rezultatu.
Nepietiek apskatit tikai vienu vai dazus
“labvéligakos’ gadijumus.



Pamatprincipi



Tris iespejamie sversanas rezultati

Katras svérSanas rezultats var bat viens no trim: lidzsvars,
Kreisais kauss ir smagaks (zemaks) vai labais kauss ir smagaks
(zemaks). Risinot uzdevumu, jaizmanto informacija, ko dod katrs
no siem rezultatiem.



Tris iespejamie sversanas rezultati

Katras svérSanas rezultats var bat viens no trim: lidzsvars,
Kreisais kauss ir smagaks (zemaks) vai labais kauss ir smagaks
(zemaks). Risinot uzdevumu, jaizmanto informacija, ko dod katrs
no siem rezultatiem.

Piemérs. Dotas 3 monétas, no kuram viena ir vieglaka par
paréjam. Nosveram vienu monétu pret otru.

Novérojums. Ja svari ir l[idzsvara, tad vieglaka ir tresa monéta. Ja
svari nav lidzsvara, tad vieglaka ir monéta uz augstaka kausa.



Lidzsvara izmantosana

Lidzsvars biezi |auj uzreiz izslegt vairakus no iespéjamajiem
atskirigajiem objektiem. Ja uz abiem kausiem atrodas vienads
skaits objektu, kuriem vajadzétu blt vienadas masas, un svari
atrodas lidzsvara, tad atskirigais objekts neatrodas uz neviena
no siem kausiem.



Lidzsvara izmantosana

Lidzsvars biezi |auj uzreiz izslegt vairakus no iespéjamajiem
atskirigajiem objektiem. Ja uz abiem kausiem atrodas vienads
skaits objektu, kuriem vajadzétu blt vienadas masas, un svari
atrodas lidzsvara, tad atskirigais objekts neatrodas uz neviena
no siem kausiem.

Piemérs. Dotas 9 monétas, no kuram viena ir vieglaka par
paréjam. Tris monétas nosveram pret trim citam, un svari ir
[ildzsvara.

Novérojums. Tatad vieglaka monéta noteikti ir starp tam
monétam, kuras netika svertas.



Noteikti ista objekta atrasana

Dazos uzdevumos ir izdevigi vispirms_atrast objektu, par kuru
noteikti zinams, ka tas nav atskirigais. Sadu objektu péc tam var
izmantot ka atskaiti citas svérsanas.



Noteikti ista objekta atrasana

Dazos uzdevumos ir izdevigi vispirms_atrast objektu, par kuru
noteikti zinams, ka tas nav atskirigais. Sadu objektu péc tam var
izmantot ka atskaiti citas svérsanas.

Piemérs. Dotas 4 monétas, no kuram viena ir viltota, bet nav
zinams, vai ta ir smagaka vai vieglaka par paréjam. Nosauksim
tas par A, B, C, D. Nosveram monéetu A pret monétu B.

Novérojums. Ja svari ir lidzsvara, tad gan A, gan B ir istas. Ja
svari nav lidzsvara, tad monétas € un D notelkti ir 1stas. Tatad ar
vienu svérsanu varam iegut monétu, par kuru noteikti zinam, ka
ta ir Tsta.



Objektu grupu salidzinasana

Ne vienmeér janosver objekti pa vienam. Dazkart izdevigak ir
salidzinat uzreiz divas vai vairakas objektu grupas.



Objektu grupu salidzinasana

Ne vienmeér janosver objekti pa vienam. Dazkart izdevigak ir
salidzinat uzreiz divas vai vairakas objektu grupas.

Piemérs. Dotas 6 monétas, nosauksim tas par A, B, C, D, E, F,
no kuram viena ir vieglaka par paregjam. Nosveram monétas
A+ BpretC +D.

Novérojums. Ja svari ir lidzsvara, vieglaka monéta ir starp E un
F. Ja svari nav lidzsvara, vieglaka monéta atrodas uz augstaka
kausa. Tadéjadi viena svérsana lauj sadalit visas sesas
lespéjamas monétas divas vai tris mazakas grupas.



Paris vieglaki uzdevumi



1. uzdevums

Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to
masas ir dazadas. Ka, izmantojot sviras svarus bez atsvariem, ar
28 svérsanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako
monétu?



1. uzdevums

Atrisinajums. 5adalam monétas pa pariem un salidzinam katra para monétas — nosakam vieglako un smagako
monétu katra pari. Pec katras sverianas vieglako monétu liekam viena kaudzité, bet smagako — otra kaudzite.
Takair 20 : 2 = 10 pari, tad ir veiktas 10 svér3anas. (Skat. 1. att.) Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé starp
vieglakajam, bet vissmagaka — starp smagakajam. Apskatam katru kaudziti atseviski.

No kaudzites, kura ir vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas, vieglako atstajam swvaros un
salidzinam ar nakamo, atkal svaros atstajot vieglako. Ta turpinam, kamér visas atlikusas monétas no Sis
kaudzites ir nosvértas. Pédéjas sveérsanas vieglaka monéta ir pati vieglaka no visam. Kopa tika veiktas 9
SVEersanas.

Analogiski no kaudzites, kura ir smagakas monétas, atrod pasu smagako no visam — svaros visu laiku jaatstaj
smagaka monéta, bet vieglaka jamet prom. Kopa tika veiktas 9 svérsanas.

Lidz arto ar 10 + 9 + 9 = 28 svérianam esam atraduii gan pasu vieglako, gan paSu smagako monétu.

viegakas - QOQO0000000
smagakas @@@Q @@@ @@@



2. uzdevums

Dotas 9 péec argja izskata vienadas monéetas, no kuram viena ir
viltota — ta ir vieglaka neka citas. Ka ar divam svérsanam uz
sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu, ja zinams, ka
visu Tsto monétu masas ir vienadas?



2. uzdevums

Atrisinajums. Sadalam 3Sis monétas tris kaudzités pa 3 monétam katra. Skaidrs, ka viltota monéta atrodas viena
no 5im kaudzitém. Pirmaja svérsana salidzinam divas no 5im kaudzitém.

(A) Ja viena kaudzite ir vieglaka neka otra, tad viltota (vieglaka) monéta ir Saja kaudzite (skat. 2. att. (A)).

(B) Ja abam kaudzitém ir vienada masa, tad viltota monéta ir tresaja, nesvértaja kaudzité (skat. 2. att. (B)).

Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota monéta, paréjas kaudzites vairs nav nepiecieSamas. Otraja

svérsanas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai no §is kaudzites.

(A) Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 3. att. (A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas 3aja svérSanas reizé netika svérta (skat.
3. att. (B)).




3. uzdevums

Zinams, ka no 80 monétam viena ir viltota — ta ir vieglaka neka
paréjas, kuram visam masa ir vienada. Ka ar cetram svérsanam
uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?



3. uzdevums

Atrisinajums. Sadalam monétas tris kaudzités: divas kaudzites pa 27 monétam katra un viena kaudzite, kura ir
26 monétas.

Pirmaja svérsana salidzinam kaudzites, kuras ir pa 27 monétam. lespéjami divi gadijumi.

(A) Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltotd monéta (skat. 4. att. (A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir taja kaudzité, kas atradas mala (skat. 4. att. (B)).
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Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota monéta, paréjas kaudzites vairs nav nepieciesamas. Tatad
atlikusajas tris svérianas no 27 monétam jaatrod viltota. (Ja viltotd monéta atradas kaudzité, kura bija 26
monétas, tad Sai kaudzitei pievienojot vienu “Isto” monétu no citas kaudzites, ari ieglistam kaudziti, kura ir 27
monétas.)

Sadalam 27 monétas tris vienadas kaudzités pa 9 monétam katra un otraja svériana salidzinasim sava starpa
divas no Sim kaudzitem. Atkartojot tadus pasus spriedumus ka péc pirmas svérianas, atrodam to devinu
monétu kaudziti, kura atrodas viltota monéta.

Pirms tre3as svérSanas atkal kaudziti, kura atrodas viltota monéta sadalam tris vienadas kaudzités pa trim
monétam katra un atkal salidzindm divas no 8im kaudzitém. Nosakam, kurd no §im tris monétu kaudzitém
atrodas viltota monéta.

Ceturtaja svérianas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai. Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs,
tad uz ta atrodas viltota monéta, ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas $aja svérianas reizé
palika mala (netika svérta).



3. uzdevums

(Shematiski monétu dalisana mazakas kaudzités paradita 5. att., iekrasojums apzimé kaudziti, kura atrodas
viltota monéta.)
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4. uzdevums

Dotas 25 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 24
monétu masas ir vienadas sava starpa, bet vienas monétas
masa ir citada. Ka ar divam svérsanam uz sviras svariem bez
atsvariem noskaidrot, vai atskiriga monéta ir vieglaka vai
smagaka neka paréjas? (Pasu monétu atrast nav nepieciesams.)



4. uzdevums

Atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 8 monétas.

(A) Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad atSkiriga monéta ir atradusies uz svariem (skat. 6. att. (A)).
Otraja sversana salidzinam vieglaka kausa 8 monétas ar jebkuram 8 mala palikusajam (parastajam)
monétam.

o Ja svaru kausi ir ldzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “smagaka” kausa un ir
smagaka neka citas monétas.

o Ja svaru kausi nav lidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “vieglaka” kausa un ir
vieglaka neka citas monétas.

(B) Ja kausi ir lidzsvara, tad atskiriga monéta palikusi mala (skat. 6. att. (B)). Otraja svérsana salidzinam mala
palikusas 9 monétas ar jebkuram 9 jau svértajam (parastajam) monétam.

o Ja svaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz leju, tad atskiriga monéta ir vieglaka neka

paréjas.
o Ja svaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz augsu, tad at3kiriga monéta ir smagaka neka
paréjas.
(A) .-=m7 7T 5 (8)
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5. uzdevums

Ir tri’s dazadas masas pakas un sviras svari bez atsvariem. Vai
vienmér ar divam svérsanam var sakartot paku masas pieaugosa

seciba?



5. uzdevums

Atrisinajums. Ne vienmeér, jo dazadu sversanas iznakumu skaits
ir 2-2 = 4 (vienadiba nav iesp&jama, jo visas pakas ir ar dazadu
masu), bet to izkartojumu péc masas ir 3! = 6.



Grutaki uzdevumi



6. uzdevums

Doti 16 akmeni ar dazddam masam. Pieradiet, ka ar 18
SvVérsanam uz sviru svariem bez atsvariem var atrast pasu
smagako un otru smagako akmeni!



6. uzdevums

Atrisinajums. Lai atrastu vissmagako akmeni, ir nepiecieSamas 15 svérSanas — rikojamies péc klasiskas
olimpiskas shémas, tas ir, sakuma sadalam visus akmenus paros un katra pari atrodam smagako akmeni
(8 sversanas), tad 3os 8 atrastos akmenus sadalam cetros paros un katra no tiem atrodam smagako akmeni
(4 sveérSanas), péc tam atrastos Cetrus akmenus sadalam divos paros un katra pari atrodam smagako akmeni
(2 sveérdanas), visbeidzot salidzinam pédéjos divus akmenus (1 svérdana) (skat. 10. att.). Tatad ar 15 svérSanam
jau esam atradusi pasu smagako akmeni. Vel jaatrod otrs smagakais akmens.

Otrs smagakais akmens var but tikai kads no tiem Cetriem akmeniem, kas tika salidzinats ar pasu smagako
akmeni. Smagakais akmens no Cetriem akmeniem atrodams ar 3 svérSanam, pieméram, salidzinam divus
akmenus (1 svérSana), smagako atstajam svaros un to salidzinam ar vienu no nesvértajiem akmeniem
(1 sverSana), atkal svaros atstajot smagako, tad 3o paSu darbibu atkartojam veélreiz (1 svérSana). Tas nozime,
ka ar 15 4+ 3 = 18 svérSanam var atrast pasu smagako un otro smagako akmeni no 16 akmenu kaudzes.

10. att.



7. uzdevums

Dotas piecas péc argja izskata vienadas bumbas, kuru masas ir
1000 g, 1001 g, 1002 g, 1004 g un 1007 g. Doti art elektroniskie
svari, kas rada masu gramos. Ka ar tris svérsanam atrast bumbu,

kuras masa ir 1000 g7



7. uzdevums

Atrisinajums. Pirmaja svér3ana uz svariem liekam divas bumbas un noskaidrojam to kop€jo masu. Otraja
svérSana uz svariem liekam citas divas, vél nesvértas bumbas. Katra no Sim divam svérSanam iegustam vienu
no tabula paraditajiem svaru radijumiem.

2001 = 1000 + 1001 2006 = 1002 + 1004
2002 = 1000 + 1002 2007 = 1000 + 1007
2003 = 1001 + 1002 2008 = 1001 + 1007
2004 = 1000 + 1004 2009 = 1002 + 1007
2005 =1001 + 1004 2011 = 1004 + 1007

o Jaabassvér3anas navieguts neviens no izceltajiem rezultatiem, tad 1000 g bumba ir ta, kas netika svérta.

o Javiena no sverSanam ir ieguts kads no izceltajiem rezultatiem, tad tas nozimé, ka 1000 g bumba atrodas
attiecigaja pari. TreSaja svérSana nosveram vienu no 81 para bumbam. Ja svari rada 1000 g, tad mekléta
bumba ir uz svariem, ja citu skaitli, tad 1000 g bumba ir otra 31 para bumba.



8. uzdevums

Dotas Cetras pec aréja izskata vienadas monétas, kuru masas ir
19,249, 3 gun4g. Ka ar Cetram svérSsanam uz sviras svariem
bez atsvariem noskaidrot katras monétas masu?



8. uzdevums

Atrisinajums. Vispirms uz katra svaru kausa uzliekam pa 2 monétam (1 svér3ana).

o Japirmaja svérdana svari atrodas lidzsvara, tad Sadu svaru stavokli izsaka tikai vienadiba 1 + 4 = 2 + 3.
Ar divam svérSanam nosakam abas smagakas monétas paros (1; 4) un (2; 3). Ceturtaja svérSana
salidzinam Sis smagakas monétas sava starpa, tas ir, noskaidrojam, kura no monétam ir 3 g, kura—4g.
Monéta, kas pirmaja svérdana atradas uz viena kausa ar 4 g monétu, sver 1 g, bet ta monéta, kas pirmaja
svérSana atradas uz viena kausa ar 3 g monétu, sver 2 g.

o Ja pirmaja sversana svari nav lidzsvara, tad ir divas iespéjas: vainul+2 <3 +4,vail+3 <2 + 4.
Otraja svérsana salidzinam abas monétas no smagaka para — smagaka no tam ir 4 g. TreSaja svérsana
salidzina vieglaka para monétas — vieglaka no tam ir 1 g. Ceturtaja svér3ana salidzina atlikusas divas
monétas: vieglaka no tam ir 2 g, bet smagaka — 3 g.



9. uzdevums

Pa apli izvietotas 10 dzelzs monétas. Starp katram divam blakus
esosSam monétam atrodas bronzas lodite, kuras masa ir vienada
ar abu blakus esoso monétu masu starpibu. Pieradiet, ka lodites
var sadalit uz diviem svaru kausiem ta, lai svari butu lidzsvara.



9. uzdevums

Atrisinajums. Apzimésim monétu masas ar m;, bet lodiSu masas
ar x;.

Tad (m;—my)+ (m,—my) + -+ (mg—myy,) +(my;—m,) =0.
levérosim, ka absolltas vértibas iztelksmém iekavas ir vienadas
ar lodisu masam. Parnesot visas negativas vértibas uz labo pusi
ar pretéju zimi, iegustam x; + -+ +x, = Xpyq + o +Xq, -



10. uzdevums

Cetru péc argja izskata vienadu monétu masas veido
geometrisko progresiju, kas nav konstanta. Atrast smagako
monétu, veicot divas svérsanas uz sviru svariem bez atsvariem!



10. uzdevums

Atrisinajums. Apzimé&jam moné&tu masas ar a, ag, aq, aq”, kur ¢ > 1. Pirmaja svéréana uz katra svaru kausa

novietojam divas monétas. Pamatosim, ka smagaka monéta noteikti atradisies kausa, kas nosveras uz leju.

lespejami tris gadijumi:

e aq’®+aq®>aq+a,joaq’® > aqunag® > a;

e aq®+aq>aq®+a, joaq® >aq®unaqg > a;

e aq®+a>aq+ aq? jo, ekvivalenti parveidojot, ieglistam patiesu nevienadibu g* — g — g+ 1 > 0 jeb
(g +1(g—-1*>0.

Tatad esam pamatojusi, ka smagaka monéta atrodas taja kausa, kas nosveras uz leju. Otraja svérsana

salidzinam abas monétas no 31 kausa un atrodam smagako. Lidz ar to ar divam svérsanam esam atradusi

smagako moneétu.
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  2 · 2 = 4  


  3 ! = 6
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   ( m 1 − m 2 ) +    ( m 2 − m 3 ) +   · · · +   ( m 9 − m 10 ) + ( m 10 − m 1 ) = 0


  x 1   +   · · ·   +   x k   =    x  k + 1 +   · · · + x 10  

